Topologia I/1*, Egzamin (cze$¢ teoretyczna)

2025-02-07

Rozwiqzz.mia zadar.i czgsci teoretycznej nie muszg by¢ napisane na oddzielnych kartkach. Kazda
kartke¢ prosimy podpisa¢ podajac imig i nazwisko, numer indeksu oraz numer grupy lub nazwisko

prowadzacego ¢wiczenia.

Zadanie 1 (8 p.).
1. Podaj definicj¢ przestrzeni topologiczne;j.
2. Podaj definicj¢ bazy przestrzeni topologiczne;.

3. Niech (X, %) i (Y, %) beda przestrzeniami topologicznymi. Podaj definicj¢ topologii iloczynu
kartezjariskiego na zbiorze X X Y.

4. Niech B i B’ beda bazami przestrzeni (X, Jx) i (Y, %) jak wyzej. Wykaz, ze rodzina

{UxXV|UEe€B,V e B}
jest baza topologii iloczynu kartezjariskiego na X x Y.

Zadanie 2 (6 p.).
1. Podaj definicj¢ przestrzeni topologicznej zwartej.
2. Podaj, wraz z krétkim uzasadnieniem, przyklad (nieskoriczonej) przeliczalnej przestrzeni
topologicznej zwartej.

3. Udowodnij, ze domknigta podprzestrzeri przestrzeni topologicznej zwartej jest zwarta.

Zadanie 3 (6 p.).

1. Podaj definicj¢ homotopii pomigdzy odwzorowaniami ciagtymi przestrzeni topologicznych.

Podaj definicje przestrzeni $ciagalnej. Podaj, wraz z krotkim uzasadnieniem, przyklad $ciggal-

2.
nej podprzestrzeni plaszczyzny euklidesowej, ktéra nie jest wypukla.

Niech (X, %) i (Y, %) beda przestrzeniami topologicznymi. Wykaz, ze jesli Y jest §ciggalna,
to kazde dwa odwzorowania ciagle X — Y s3 homotopijne.
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Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisa¢ na oddzielnej kartce. Kazdg kartke prosimy podpisaé
podajac imie i nazwisko, numer indeksu oraz numer grupy lub nazwisko prowadzacego ¢wiczenia.

We wszystkich rozwigzaniach nalezy poda¢ uzasadnienie.

Zadanie 1 (10 p.). Niech4, = {(x,y)|x € [-'1; 1- i] WX+y=1-— i—} iniech

X ={0}x (0,1)u o 11x{ohul Ja,

n=3
bedzie podprzestrzenig plaszczyzny euklidesowej.
L. Wykaz, ze przestrzen X jest spdjna.
2. Wykaz, ze przestrzen X nie jest tukowo spéjna.
Zadanie 2 (10 p.). Niech X = {(x,y) € R? | x € @n (0, 0),y € (0,x)}.

1. Sprawdz, czy X jest przestrzenig zupeina w metryce rzeki. Jesli tak nie jest, to sprawdz, czy
jest metryzowalna w spos6b zupeiny.

2. SprawdZ, czy X jest przestrzenig zupetng w metryce euklidesowej. Jesli tak nie jest, to sprawdz,
czy jest metryzowalna w spos6b zupetny.

Zadanie 3 (10 p.). Niech S! = {(x,y) | x* + y* = 1} oznacza okrag jednostkowy w plaszczyznie
euklidesowej.

1. DlaA = {(x,y) € S! | x > 0}, sprawdz, czy S'/A jest przestrzenig Hausdorffa.
2. Dla B = {(x,y) € S! | xy > 0}, wykaz, ze S'/B nie jest przestrzenig $ciagalng.

Zadanie 4 (10 p.). Rozstrzygnij, czy ptaszczyzna z metryka kolejowa ma podzbidr spéjny, ktéry nie
Jjest tukowo spojny.



